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Matematicas: aplicaciones e interpretacion
Nivel superior
Prueba 2

Martes 2 de noviembre de 2021 (mafiana)

2 horas

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de féormulas de matematicas:
aplicaciones e interpretacion para esta prueba.

La puntuacién maxima para esta prueba de examen es [110 puntos].
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Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Empiece una pagina nueva para
cada respuesta. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacién a una respuesta correcta que no
esté acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento
y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla grafica, debera
reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencion. Por ejemplo, si se utiliza un grafico
para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de la respuesta.
Aun cuando una respuesta sea errénea, podran otorgarse algunos puntos si el método empleado es
correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento
seguido.

1. [Puntuacion maxima: 14]
Un depésito de agua de gran tamano tiene la forma de un trozo de piramide recta invertida,
cuya base cuadrada horizontal mide 80 metros de lado. El punto C es el centro de la base

cuadrada y el punto V es el vértice de la piramide.

la figura no esta dibujada a escala
P

La parte inferior del depésito es un cuadrado de 60 metros de lado que es paralelo a la
base de la piramide, de modo que la profundidad del depdsito es igual a 6 metros, como se
muestra en la figura.

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 1: continuacién)
La segunda figura muestra una seccion transversal vertical (MNOPC) del depoésito.

la figura no esta dibujada a escala

< 80 >
|\ o P
C
6
NvA »
< ) >
(@) Halle el angulo de depresién desde M hasta N. [2]

(b) (i) Halle CV.

(i) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, muestre que el volumen del
deposito es igual a 29 600 m’. [5]

Cada dia se utilizan 80m’ de agua del depdsito para regar.

Joshua afirma que, si no hay mas agua que entre al depésito o que salga de él, cuando el
depdsito esta lleno hay suficiente agua para regar durante al menos un ano.

(c) Hallando un valor que resulte apropiado, determine si Joshua tiene razon. [2]

Para evitar que haya fugas de agua, se han pintado las cinco caras interiores del depdsito
con un material impermeable.

(d) Halle el area que se ha pintado. [5]

Véase al dorso
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2. [Puntuacion maxima: 20]

Una turbina edlica se ha disenado de modo que genere energia eléctrica con la rotacion de
las palas. La turbina esta instalada en un terreno horizontal y estd compuesta por una torre
vertical y tres palas.

El punto A se encuentra en la base de la torre y justo debajo del punto B, que esta en la
parte superior de la torre. La altura de la torre (AB) es igual a 90 m. Las palas de la turbina
coinciden en B y cada una de ellas tiene una longitud de 40 m. Toda esta informacion se
representa en la siguiente figura.

la figura no esta dibujada a escala

pala

suelo

El extremo de una de las palas de la turbina se representa mediante el punto C en la figura.
Sea / la altura (medida en metros) de C con respecto al suelo, donde % varia a medida que
la pala va rotando.
(a) Halle:

(i)  Elvalor maximo de 4

(i)  El valor minimo de A [2]

En condiciones normales, las palas de la turbina realizan 12 rotaciones completas por
minuto, moviéndose a velocidad constante.

(b) (i) Halle el tiempo (en segundos) que tarda la pala [BC] en realizar una rotacién
completa en estas condiciones.

(i)  Calcule el angulo (en grados) que rota la pala [BC] en un segundo. [3]

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 2: continuacién)
La altura (%) del punto C se puede modelizar mediante la siguiente funcién. El tiempo ¢
(dado en segundos) se mide desde el instante en el que la pala [BC] pasa por primera
vez por [AB].
h(t) =90 —40cos(72¢"), t = 0.
(c) (i) Escribala amplitud de la funcion.

(i)  Halle el periodo de la funcion. [2]

(d) Dibuje aproximadamente la funcion A(¢) para 0 <t <5, rotulando claramente las
coordenadas de los maximos y de los minimos. [3]

(e) (i) Hallela altura de C con respecto al suelo cuando r=2.

(i)  Halle el tiempo (en segundos) que pasa el punto C a una altura de mas de 100 m
en cada rotacién completa. [5]

La velocidad del viento aumenta y las palas giran mas rapido, pero siguen haciéndolo a una
velocidad constante.

(f)  Sabiendo que ahora, en cada rotacién completa, el punto C pasa 1 segundo a una
altura de mas de 110m, halle el tiempo que tarda en realizar una rotacién completa. [5]

Véase al dorso
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3. [Puntuacion maxima: 16]

Arianne juega una partida de dardos.

N

La distancia entre el lugar donde se clavan los dardos de Arianne y el centro (O) de la diana
sigue una distribucién normal de media 10 cm y desviacion tipica igual a 3 cm.

(@) Halle la probabilidad de que Arianne:

(i) Clave un dardo a menos de 13cm de O.

(i)  Clave un dardo a mas de 15c¢m de O. [3]
Cada uno de los lanzamientos de Arianne es independiente de sus lanzamientos anteriores.

(b) Halle la probabilidad de que Arianne clave dos dardos consecutivos a mas de
15cm de O. (2]

En una partida, cada jugador lanza tres dardos en cada turno. El jugador consigue un punto
si clava todos los dardos (los tres) dentro de la zona central que hay alrededor de O. Cuando
Arianne lanza un dardo, la probabilidad de que lo clave dentro de esta zona es igual a 0,8143.

(c) Halle la probabilidad de que Arianne no consiga un punto en uno de esos turnos
donde lanza tres dardos. [2]

En la partida Arianne tiene diez turnos, cada uno con tres dardos.
(d) (i) Halle el valor esperado de la puntuacion que obtendra Arianne en la partida.
(i)  Halle la probabilidad de que Arianne obtenga al menos 5 puntos en esta partida.

(ii) Halle la probabilidad de que Arianne obtenga al menos 5 puntos y menos de
8 puntos.

(iv) Sabiendo que Arianne obtiene al menos 5 puntos, halle la probabilidad de que
Arianne obtenga menos de 8 puntos. [9]
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[Puntuacion maxima: 18]

Un dron volador esta programado para realizar una serie de movimientos en un plano
horizontal, con respecto a un origen O y unos ejes de coordenadas x-y.

En cada caso, el dron se desplaza a una nueva posicion, que viene determinada por las
siguientes transformaciones:

« Una rotacion en sentido contrario a las agujas del reloj de X radianes alrededor de O

6
 Una simetria respecto a larecta y = =
Y Y 3
 Una rotacion en el sentido de las agujas del reloj de T radianes alrededor de O

3

Todos los movimientos se realizan en el orden que acabamos de enumerar.

(@) (i) Escriba cada una de las transformaciones en forma matricial, indicando
claramente qué matriz corresponde a cada transformacion.

(i)  Halle una unica matriz P que defina una transformacion que represente el
cambio total de posicion del dron.

(i) Halle P*.

(iv) A partir de lo anterior, indique qué denota el valor de P’ respecto a los posibles
movimientos del dron. [12]

(b) Tres drones se encuentran ubicados inicialmente en los puntos A, B y C. Después de
realizar los movimientos que se enumeran mas arriba, los drones se encuentran en los
puntos A’, B'y C’ respectivamente.

Muestre que el area del triangulo ABC es igual al area del triangulo A'B'C". [2]

(c) Halle una unica transformacién que sea equivalente a las tres transformaciones que
representa la matriz P. [4]

Véase al dorso
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[Puntuacion maxima: 13]
(@) Seaz=1-i.
(i)  Situe z en un diagrama de Argand.

(i) Exprese z enlaforma z=ae”’, donde a, b € R; dé el valor exacto de a y el
valor exacto de b. [3]

(b) Sean w,=c¢™y w,=¢"2) donde x € R.
(i)  Halle w, +w, en laforma e"(c +id).

(i) Apartir de lo anterior, halle Re(w, + w,) en la forma A cos(x — a), donde 4 >0
y0<a< % [6]

En un circuito de corriente alterna (AC), la corriente (/) se puede modelizar mediante
la ecuacion I =acos(bt — ¢), donde b es la frecuenciay ¢ es la diferencia de fase.

Dos fuentes de corriente alterna (AC) de la misma frecuencia se conectan de manera
independiente al mismo circuito. Si se conectan al circuito individualmente, esas fuentes
generan corrientes /, e I;. En la siguiente tabla se muestran el valor maximo y la diferencia
de fase de cada una de estas corrientes.

Corriente Valor maximo Diferencia de fase
1, 12 amperios 0
. T
I 12 amperios Pl

Cuando las dos fuentes de corriente se conectan al circuito simultdaneamente, la corriente
total (/;) se puede expresar como [, + I;.

(c) (i) Halle el valor maximo de I..

(i)  Halle la diferencia de fase de 1. [4]
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[Puntuacion maxima: 15]

El amortiguador de un coche consta de un muelle que esta rodeado por liquido. Cuando
el coche pasa por un terreno irregular, el muelle se comprime y luego vuelve a su posicion
de equilibrio.

x=0

El desplazamiento (x) del muelle se mide (en centimetros) respecto a la posicion de
equilibrio, en la que x = 0. El valor de x se puede modelizar mediante la siguiente ecuacién
diferencial de segundo orden, donde ¢ es el tiempo (en segundos) transcurrido desde el
desplazamiento inicial.

X+3x+1,25x=0
(@) Sabiendo que y =x, muestre que y =-1,25x — 3y. [2]

La ecuacion diferencial se puede expresar en la forma <x> =A(;> , donde A4 es una
matriz 2 x 2. Y

(b) Escribala matriz 4. [1
(c) (i) Halle los valores propios de la matriz 4.
(i)  Halle los vectores propios de la matriz 4. [6]

(d) Sabiendo que para =0 el amortiguador esta desplazado 8 cm y su velocidad es igual
a cero, halle una expresion que dé x en funcion de ¢. [6]

Véase al dorso
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7. [Puntuacion maxima: 14]

Loreto es la directora del centro de salud Da Vinci. Si la tasa media de pacientes que llegan
al centro de salud supera los 1,5 pacientes por minuto, Loreto contratara a mas personal.
Se supone que el numero de pacientes que llegan al centro durante un periodo de tiempo
cualquiera sigue una distribucion de Poisson.

Loreto lleva a cabo un contraste de hipétesis para determinar si deberia contratar a mas
personal. Encuentra que, a lo largo de un periodo de 3 horas elegido al azar, llegaron al
centro 320 pacientes.

(@) (i) Escriba la hipétesis nula y la hipotesis alternativa para el contraste de Loreto.

(i)  Utilizando los datos de la muestra de Loreto, realice el contraste de hipotesis a
un nivel de significacion del 5% para determinar si Loreto deberia contratar a
mas personal. [7]

A Loreto también le preocupa el tiempo de espera promedio de los pacientes hasta que
les atiende un enfermero. El objetivo del centro de salud es que al menos al 95 % de los
pacientes les atienda un enfermero en menos de 20 minutos.

Loreto supone que los tiempos de espera de los pacientes son independientes unos de
otros y decide realizar un contraste de hipétesis a un nivel de significacion del 10 % para
determinar si el centro de salud esta cumpliendo su objetivo.

Loreto pregunta a 150 pacientes y encuentra que 11 de ellos tuvieron que esperar mas de
20 minutos.

(b) (i) Escriba la hipétesis nula y la hipotesis alternativa para este contraste.

(i)  Realice el contraste, indicando claramente la conclusién a la que llega en el
contexto de la pregunta. [7]

Fuentes:
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