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Resumen 
En la presenLe monograffa se ha pretendido realizar un trabajo de investigacion acerca de 

un famoso problema de la Matematica planteado en 1917 y conocido como el problema de la 
aguja de Kakeya: t,cual es el area mln.ima de un conjunto plano en el interior del cual una aguja 
podria girar 360°?, problema que result6 equivalente a otro enunciado por el matematico ruso 
A. S. Besicovitch en 1920. 

En primer Iugar expongo una introduccion en la que explico la naturaleza del problema, asi 
como unas notas historicas. A continuacion, elaboro una presentacion personal de la solucion 
elaborada por Besicovitch, que hace uso de dos ideas fundamentales alrededor de las cuales 
gira la demostraci6n: la consiruccion del arbol de Perron y de las uniones de Pal. Por Ultimo, 
elaboro una conclusion en tono personal. Todas las figuras incorporadas son de elaboracion 
propia. 
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1 INTRODUCCION. EL PROBLEMA DE KAKEYA 

El problema de la aguja de Kalceya ronda ya los cien afios de edad. Sin embargo, este problema 
casi centenario tuvo una gran repercusion a partir de 1970, y mas concretamente, a parbr de los 
aiios 90, pues surgieron nuevas variantes del problema profundamente relacionadas con campos 
de la matematica que aun en la actualidad se encuentran en desarrollo . En 1917 el matematico 

japones Soichi Kakeya propuso el siguiente problema: 

Problema de Kakeya. Encontrar el conjunto plano de area minima en el que se puede 
hacer girar de forma continua un segmento de longitud 1 de modo que vuelva a awpar su 
posicion original. 

A. S. Besicovitch publico en 1920 en una revista rusa un articulo titulado "Sur· deux questions 
d'integrabilite " en el que planteo el siguiente problema: 

Problema de Besicovitch. &Existe un conjunto plano de medida (es decir, grosso modo, 
de area) cero que conliene 'Un segmento de longit1td 1 en cada direcci6n? [2] 

La revista en que dicho articulo fue pu blicado apenas llego a conocerse en otros pafses debido 
al aislamiento al que Rusia se encontral>a sometida por la guerra civil y el bloquco. El problema 
de Besicovitch resultaba ser equivalente al de Kakeya y, de hecho , Besicovitch en 1927 resolvi6 
el problema de Kakeya. 

Aunque el enunciado del problema es considerablemente sencillo, su resoluci6n no lo es 
tanto. Ante la euestion de Kakeya, podemos encontrarnos varias figuras en las que sc puede 
realizar un giro completo de una aguja de longitucl uniclad sin que esta salga de las mismas. La 
mas sencilla e intuitiva quiza sea el drculo de cliametro unidad (figura 1): 

Figura 1. Aguja girando dentro de un cfrculo 

El area de esta figura es S = 1r • r 2 = ~ ~ 0, 7854 u2
. 

4 
Sin embargo, existen figuras con menor area en las que se puede haccr girar 360° un segmento 

de long,itud unidad de forma continua. Tal es por ejemplo el caso del triangulo equilatero de 
altura unidad. El desplazamiento es sencillo, se situa la aguja fija sabre un vertice y se hace 
girar hasta haceTla coincidir con uno de los lados del triangulo. A continuacion, se desplaza 
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basta el otro verticc del lado donde se encuentra y se gira hasta otro de los lados; dcspues se 

repite el mismo proceso (figma 2): El area de este triangulo es S = ti ~ 0,5774 u2 . 

Figura 2. Aguja girando dentro de un triangulo equilatero 

Sin embargo, existen figmas con un area aun menor que cumplen la propiedad requerida. 
Una de ellas cs, por cjcmplo, Ia deltoide 1 inscrita en un cfrculo de diamctro 3/2. Sc sabe que 
una recta tangente a un punto cualquiera de esta deltoide atraviesa a esta por otros dos puntas 
distantes 1 unidad. Por tanto , para poder realizar el giro de la aguja, uno de los extremos de la 
misma ha de recorrer la deltoide mientras que ]a aguja permanece tangente a la cmva (figura 
3). 

Figura 3. Aguja girando dcntro de una deltoide 

El area de esta figma cs S = Vi ,..... 0,3927 u2
, que resulta scr la mitad del area del 

circulo primeramente considerado. Se conjetmo que la deltoide era la figura minima que podia 

1 Una deltoidc es Ia curva que describe Ia Lrayedoria de un punto situado sobre una circunferencia generatriz 
que rueda por el interior de otra circunferencia directriz de radio triple, sin deslizamiento. Es un caso particular 
de las hipocicloides. 
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albergar el giro de 3G0° de una aguja sin salirse del interior de la figura. El problema tuvo gran 
importancia en la epoca, especialmente debido a la sencillez de su enunciado y a Ia complejidad 
de su soluci6n. En 1925, uno de los matematicos mas relevantes de la epoca, G. D. Birkhoff, 
escribiendo sobre problemas no resueltos (en su obra El origen, la naturaleza y la infiuencia de 
la relal·ividad) , tras hablar sobre el problema de los cuatro colores, afiade: "de una simpleza tan 
intrigante es la c·uesti6n planteada hace unos pocos afios po1· el matematico japones Kakeya". 

En 1921, un matematico hungaro-danes, Julius Pal (1881-1946) , prob6 que la figura convexa 
de area minima en que se podia realizar el giro era el tria.ngulo equilatero de altura unidad. Sin 
embargo, quedaba abierto el desa.ffo de encontrar Ia soluci6n para un caso general ( considerando 
tambien las figuras no convexas). Se conjetnro que nose podria minimizar el area de la deltoide 
anteriormente descrita. Sin embargo, Besicovitch logr6 refutar dicha conjetura y, es que, en 
1927 publico un articulo con la soluci6n al problema. Ante la sorpresa de muchos, demostr6 
que dicho giro se puede realizar en una figura de area arbitrariamente pequefia. Es esta la 
demostracion que procedo a presentar a continuacion. 
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2 LA SOLUCION DE BESICOVITCH 

Uso esencialmente la referenda [4, p. 222- 227]. Esta solucion al problema de Kakeya consta de 
dos partes diferenciadas. En Ia primet·a, se expone una construccion gcom6trica dcnominada 
"arbol de Perronn, mientras que en la segunda se completa la demostraci6n con la construccion 
de las denominadas ''uniones de Pa1" . 

2.1 El :irbol de Perron 

Oskar Perron, matematico aleman que vivi6 entre 1880 y 1975, simpli£ic6 la resolucion original 
del problema por Besicovitch mediante la construccion que lleva su nombre: el arbol de Perron. 
El proposito de esta construccion consiste en aportar un modo eficiente de superponer los 
triangulos resultantes de cierta subdivision de un triangulo dado de tal modo que el area de la 
nueva figura obtenida pueda llegar a ser tan pequeiia como se quiera. En realidad, fue Isaac 
Jacob Schoenberg, matematico rumano (1903-1990), quien bautizo a esta construccion bajo el 
nombre de uarbol de Perron". Segun el propio Besicovitch [1], tambien podrfamos denomjnarla 
"arbol de Ferron-Schoenberg". Por claridad daremos a esta construcci6u la forma de un lema. 

Lema. Dado un triangulo ABC y fijado un numero positivo O" , existe un numero n (sufi
cientemente grande) tal que, si se consideran los n triangulos de igual aTea ABA1, A1BA2, ... , 
A,._1BC que se obtienen al dividir la base AC en n partes iguales (.figuro. 4), va a ser siempre 
posible desplazar estos triangulos a lo largo de la base AC hasta que se solapen de un modo lal, 
que la figura que conjorman todos ellos en SU ]JOsicion .final tenga un area mas pequena que el 
numero (}". 

Figura 4. Subdivision de un triangulo ABC 
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Demostraci6n. Supongamos que se lleva a cabo un desplazamiento de los triangulos ABA1 , 

A1BA2, ... , An_1BC de una manera cualquiera a lo largo de la base AG. Para determinar el 
area ocupada por estos triangulos en sus nuevas posiciones, por cada punto de interseccion entre 
los ]ados de cualquier par de triangulos, trazamos una linea paralela a la base comun AC. De 
esta manera, habremos dividido el conjunto de triangulos en una serie de triangulos y trapecios 
de menor tamafio. Tanto el area de un t riangulo como el de un trapecio es igual al producto 
de las longitudes de la altura y de la paralela media ala base (o bases). Por tanto, el area 
total de todos los trapecios y triangulos que quedan encerrados entre un par de rectas paralelas 
consecutivas es igual al producto de la anchura de dicha banda y la suma de las longitudes de 
todos los segmentos delimitados por los triangulos sobre la paralela media de la banda (figm a 
5). 

/ 
Figura 5. 

Luego si podemos a.segmar que la longitud total de los segmentos delimitados por los 
triangulos ABA1 , A1BA2, . . . , An_1BC desde eada paralela hasta ACes menor que (CJ/h), 
donde h es la altura del triangulo ABC, el area total ocupada por todos los triangulos sera 
menor que CJ . Porque, en este caso, el area de los trozos de triangulos eacerrados entre la 
i-esima y la (i + 1)-esima paralelas es menor que (CJ/h) ·hi, donde hies la distancia entre la 
i-esima y la ( i + 1 )-6sima paralelas; el area total cubierta por todos los triangulos e.s entonces 
menor que 

(CJ/h)(hl + h2 + ... ) = (CJ/h). h = CJ. 

Ahara suponemos que n = 2m donde m es un ent.ero positivo suficientemente grande, y des
plazamos los t riangulos ABA1, A1BA2, ... , An_1BG uno tras otro a lo largo de la linea AG 
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tal como se describe a continuacion. Dividimos la altura del triangulo ABC en m + 2 partes 
iguales, y par los puntas de division trazamos lineas L0 , l1 , ... , lm paralelas a AC (lo sera aquella 
que quede mas cercana al vertice B; Zt es la inmediatamente inferior a l0 , etc) . Cada una de 
estas lineas corta a los triangulos ABA1 , A1BA2 , ... , A11_ 1B C en segmentos de igual longitud 
(puesto que los triangulos tieuen la misrna base (figura 6)). Agrupamos nuestros 2m t riangulos 
en 2m-l parejas: {ABA1, A1BA2} , {A2BAs, A3BA4} , ... , {A2m-2BA2"'- 1, A2'" - 1BC} y des
plazamos los triangulos de rnanera que diferentes parejas no se solapen entre sl, pero de tal 
modo que los triangulos de cada pareja se cm·ten de forma que los segrnentos que cada uno de 
estos dos triangulos delimita en h coincidan. 

De esta manera, cada paralela a AC que esta mas proxima a AC que l1 corta a cada uno de 
los triangulos desplazados de cada una de estas parejas en dos segmentos que tienen una parte 
comlin cuya longitud es igual a la de la interseccion de cualquiera de e.sos dos triangulos con 
l1 (vease la figura 7); para cada pareja, ocurre que uno de los lados de uno de los triangulos 
es paralelo a otro de los lados del otro triangulo. Este paralelismo proviene del desplazamiento 
horizontal que hemos realizado previamente). Es, par lo tanto, obvio que Ia linea l1 corta a los 
triangulos desplazados en segmcntos cuya suma es la mitad de la longitud del segmento en que 
l1 cortaba al triangulo ABC antes del desplazamiento; esto es, 

(1/2) · 2a/(m + 2) = aj(m + 2), 

donde a es la longitud de la base AC del triangulo ABC. Los triangulos dcsplazados ahara 
dclimit.an segmentos, en cada linea paralela a AC y mas proxima a AC que Z1 , cuya longitud 
total es menor que la longitud de Ia interseccion de dicha linea con el triangulo original en una 
cantidad aj(m + 2). 

Ahara agrupamos los 2m- l pares de triangulos en cuaternas, del modo siguiente: empare
jamos cl primer par con el segilllclo par, cl tercero con el cuarto, y asi sucesivamente hasta 
emparejar el par nlimero (2·m- 1 - 1) con el par numero 2m-l_ Para cada cuaterna de triangulos, 
dcsplazamos las respectivas parejas de triangulos que Ia forman basta que se superpongan los 
segmentos que la linea Z2 cortaba en cada una de las parejas tras el primer desplazamiento 
(figura 8). 

Es facil comprobar que tras el primer desplazamiento, h cortaba a cada una de las parejas de 
triangulos en segmentos de iguallongitud. Antes de ningun desplazamiento, cad a dos triangulos 
adyacentes tornados como una unidad, eran intersecados por l2 en segmentos de iguallongitud 
igual a 2·3/(m+2) ·(a/2m). Tras el primer desplazamiento, la longitud de todos estos segmentos 
seve reducida en la misma cantidad 2 · a/(m + 2) · (l /2m). La linea l2 cortaba a los 2m-J pares 
de triangulos en segmentos cuya longitud total era igual a 

3a a 2a 
----- = 

m+2' m+2 m+2 

La linea l2 corta a los pares desplazados en segmentos cuya Jongitud total es igual a 1/2 · 
2a/(m + 2) = a/(m + 2). Luego, tras el segundo desplazamiento, cada una de las paralelas 
mas proximas a AC que l2 , corta a las cuaternas de triangulos en segmentos cuya longitud 
total es menor que la longitud total de los segmentos delimitados en esta linea par los primeros 
2m- I en una cantidad aj(m + 2). (Hay que tencr en cuenta que catla dos pares colindantes de 
triangulos desplazados tienen pares de lados paralelos que provienen de la subdivision realizada 
en el triangulo ABC). 
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Figura 6. Division de la altura en m + 2 partes iguales (m = 3) 

Luego, tras cl segundo desplazamiento, en cacla linea paralela a AC y mas proxima a ella que 
l2 , nuestros 2m triangulos delimitan segmentos cuya longitud total es menor en una cantidad 

a a 2a 
--+--=--
m+2 m+2 m+2 

que la longitud del segmento que esta linea delimitaba en el triangulo original ABC. 
Ahora combinamos las 2m- 2 cuaternas de triangulos en 2m-3 pares de cuaternas y despla

zamos las dos cuaternas de cada par de tal forma que se superpongan en el segmento en que 
eran cortadas por l3 (figura 9). 

Al igual que antes, podemos establecer que tras el segundo desplazamiento, l3 cortaba a las 
2m-2 cuaternas en segmentos de iguallongitud. Antes del tercer desplazamiento, l3 corta a las 
2m-2 cuaternas en segmentos cuya longitudes igual a 4a/(m+2)- 2a/(m+ 2) = 2aj(m+ 2); y 
tras el desplazamiento las corta en un segmento de longit ud 1/2 · 2a/ ( m + 2) = a/ ( m + 2). Cad a 
tma de las paralelas mas proximas a A C que 13 corta a las cuaternas desplazadas en segmentos 
euya longitud total es rnenor, en una cantidad a/(m + 2). Luego en cada linea paralela a AC y 
mas proxima a ella que l3 , los 2m triangulos, agrupados en octuplas, delimitan segmentos cuya 
longitud total es menor en una cantidad 

2a a 3a --+--=--
m +2 m+2 m+2 

que cl segmento que delimitaba en esta misma linea el triangulo original ABC. Ahora agru
pamos las 2m- 3 octuplas de triangulos en 2111

-
4 pares de octuplas y desplazamos cada par de 

octuplas de tal forma que se solapen en el segmento de interseccion de cada una de ellas con 
la linea l4 . Continuamos este proceso; en el ultimo paso desplazamos dos conjuntos de 2m-! 
triangulos de t al manera que se solapen en el scgmcnto en que cada una de cllas era cortada 
par la linea l111 previamente al desplazamiento. La figura final es el a.rbol de Perron. 
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lo 

Figura 7. Primer desplazamiento de pareja.s de triangulos adyacentes 

lo 

Figura 8. Segundo desplazamiento ( euatcrna.s de triangulos adyacentes) 

Ahara se procede a estimar la longitud total de los segmentos que cualquier linea l paralelas 
a AC determina en el arbol de Perron. Si l esta mas cerca que l1 de los vertices superiores de 
los 2m triangulos, la longitud total de los segmentos que los triangulos delimitan sabre ella es 
menor que el segmcnto que delimitaba en ella el triangulo original ABC. Es decir , esa longitud 
es menor que 2a/(m + 2). 

Si l se encuentra entre h y l2 , esta delimitaba en el triangulo original ABC un segmento de 
longitud menor que la longitud 3aj(m + 2) del segmento clelimitado sabre l2 . Tra.s el primer 
desplazarniento, la suma de seg;mentos delimitados sabre cualquier paralela inferior a h se ve 
Teducida en una cantidad aj(m + 2) respecto a la longitucl del segmento que dicha paralela 
delimitaba sabre el triangulo original ABC previamente a ning{m desplazamiento. Asf pues, 
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lo 

Figura 9. (Tercer) desplazamiento para una 6ctupla de triangulos adyacentes 

tras el primer desplazamiento, la suma de los segmentos delimitados por l en una misma paralela 
tiene longitud mcnor que 3a/(no + 2)- a/(m + 2) = 2a/(m + 2), y posterioreR desplazamientos 
no provocan un incremento de esta longitud. 

Si l se encuentra entre l2 y l3 , inicialmente esta delimitaba en el triangulo ABC un segmento 
de longitud menor que 4a/(m+2) (longitud que delimita en h). Pero, tras dos desplazamientos, 
la longitud total de la suma de segrnentos que los 2m triangulos delimitan sobre cada paralcla 
por debajo de l2 se ve reducicla en una longitud 2a/(m + 2). Por tanto, tras el segundo 
desplazamiento los segmcntos dclimitados sobre l tienen una longitud total menor que 4aj(m+ 
2)- 2a/(m + 2) = 2aj(m + 2) y posteriores desplazamientos no incrementaran esta longitud. 
De esta manera, clemostramos que la longitud del segmento que queda delimitado por los 
triangulos desplazados sobre la linea l paralela a AC no excecle 2a/(m + 2). De aqui se sigue 
que el area total ocupacla por los 2m triangulos tras los desplazamientos completos no excede 
2ahj(m + 2) = 48/(m + 2), clonde S es el area del triangulo ABC. Lucgo, csta area pucdc 
hacerse mas pequeiia que el numero arbitrario () preasignado (para este prop6sito tan solo es 
necesario tomar el numero m suficicntemente grande). Esto completa la prueba del lema. 
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2.2 Las unwnes de Phl 

Una union de Pal es, en escncia, un proceso mediante el cual se consigue superar la dificultad de 
mantener la continuidad del desplazamiento del segmento unitario a traves del arbol de Perron. 
Es a Julius Pa.1 a quien debemos la idea de est as uniones. 

Hacienda uso del lema podemos construir facilmente una figura cuya area es menor que un 
nllinero O" arbitrariamente pequefio , y dentro de Ia cual es posible girar 360° un segmento de 
longitud unidad . Sea ABC un triangulo cualquiera cuyo radio inscrito sea 1. Unimos el centro 
0 del circulo inscrito con los vertices del triangulo y consideramos los triangulos AOB, BOG 
y GOA. De acuerdo con ellema podemos descomponer cada uno de estos tres triangulos en 
subtriangulos por media de segmentos que patten de 0 (figura 10) y, postcriormente, desplazar 
esos subtriangulos de tal forma que el a.rea total que ocupen al final todos los subtriangulos 
sea arbitrariamente pequefia. Llevamos a cabo esta construcci6n de una manera tal que el area 
total final ocupada por todos los subtriangulos sea menor o igual que O" / 2. Por el interior de 
cada uno de los triangulos AOB, BOGy GOA se puede girar un segmento de longitud 1 un 
angulo igual a <rAOB, <rAOB y <rCOA respectivamente, como vamos aver: 

B 

A c 

Figura 10. Momenta inicial en la resoluci6n del problema de Kakeya 

Consideramos dos triangulos, X 1 OX2 y X 30'X4 , de la descomposici6n del triangulo ABC 
que eran adyacentes previamente a su desplazamiento; esto es, que poseian un lado comun (para 
una mejor visualizaci6n, en Ia figura 11 estos triangulos se muestran desplazados de forma que 
no se solapan, cosa que en realidad no ocurre). Aqui los lados OX2 y O'X3 , que resultan de 
la traslaci6n de ese lado comlin, son paralelos entre sf. Dibujamos en nuestros triangulos las 
lineas OY y O'Y', que forman pequefios angulos con los lados OX2 y O'X3 respectivamente, y 

11 



) 

prolongamos estos lados hasta que se cmtan en un punto ill!. En el punto !11 construimos un 
sector circular M ZZ' de radio 1 con angulo central OJVJO' (figura 11). 

M 

x, 

/ 

Figura 11. Una union de Pal 

Con centro en 0 podemos girar un segrnento de longitud 1 desde una posicion sabre la linea 
OX1 hasta una posicion sabre la lfnea OY, despues desplazarlo sabre la linea Y M hasta la 
posicion ZM, rotarlo de nuevo hasta la posicion Z' M , desplazarlo sabre la linea MY' de tal 
forma que quede en el interior del triangulo X 30'X4 , y finalmente girarlo con centro 0' hasta 
la posicion 0' X4. 

Si ahara llevamos a cabo este proceso descrito para cada par de subtriangulos adyacent es 
en que hemos dividido el triangulo ABC, asf, de est a manera podremos girar 360° un segmento 
de longitud 1 dentro de la figm a formada por todos los triangulos en que hemos dividido cl 
triangulo ABC, par todos los segrnentos de la forma OJVJ y Ol11f' y por todos los sectores de 
la forma Z NJ Z' . El area de cada sector circular aiiadido a la figura puede ser arbitrariarnente 
pequeiia (pues podernos hacer arbitrariarnent e pequei'io el angulo del sector tomando el punta 
M muy alejado). Los segmentos aiiadidos que tambien han sido considerados como parte 
de la figura t ienen area cera (podrfa.rnos reemplazar esos segmentos par bandas de anchura 
arbitra.riamente pequeiia) . 

Si los triangulos (que surgen a part ir de la descomposicion del t riangulo ABC) ocupan un 
area rnenor que u /2 en su nueva posicion tras los desplazamientos ( esto es posible por .el lema, 
pues u puede ser arbitrariamente pequeiio), y se hace que los segmentos y sectores ( o bien 
bandas y sectores) tengan area menor que u /2, se obtiene una figura de area menor que u en 
la que se puede girar 360° un segmento de longitud unidad. Esta es en esencia la solucion de 
Besicovitch al problema de la aguja de Kakeya. 
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3 CONCLUSION 

Mediante la presente monograffa he tratado de exponer el trabajo de investigacion que he llevado 
a cabo para informar acerca del problema de ln. aguja de Kakeya y su soluci6n por Besicovitch. 
Personalmente, me ha parecido un tema muy interesante desde el primer momenta. Y, es que, 
considero este problema altamentc llamativo dcbido a su enorme sencillez de planteamiento. 
Ademas, es un problema que en un primer contacto parece contradecir plenamente a nuestra 
intuici6n. Para la mente humana es practicamente inconcebiblc que una aguja de, digarnos, 
10 kil6metros de largo (siempre sin grosor), por poner un ejemplo, pueda girar 360° sin salirse 
de una figura de area mas pequefia que la que tiene un punto trazado con un lapicero sobre el 
papel. 

Es en problemas como este donde realmente aflora la belleza de la Matematica, que es capaz 
de demostrar con total verosimilitud ciertas proposiciones cuya veracidad no podrfamos probar 
de ninguna otra manera. Por otra parte, considero que la realizaci6n de la presente monograffa 
me ha aportado mucho en el plano personal, en cuanto que me ha hecho explorar nuevas 
caminos que desconocia o, al menos, respedo a los cuales no habia tenido la ocasi6n de tener 
un contacto tan cercano. Me refiero a, por ejemplo, la aplicaci6n de un planteamicnto induct ivo 
en un terreno puramente gcom6trico, o a la aplicaci6n de estrategias tan elegantes como la 
empleada en las uniones de PaJ , que permiten resolver problemas nada sencillos, como mantener 
la cont inuidad del desplazamiento de la aguja en conjuntos de configmaci6n geometrica tan 
complicada como los arboles de Perron. 

( 
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